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Einleitun  g. 
Jus  sei  eine  algebraische  Differentialgleichung 

(i.)    o(.,f,  ;;v-  ■;;;)  -.. 

vorgelegt,  wo  G  eine  ganze  rationale  Function  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen x,  der  als  Function  derselben  zu  besthnmenden  Grösse  7  und  der 
Ableitungen  derselben  nach  x  bis  zur  wteD  ( tardnung  hin  bedeutet 

Eine  analytische  Function  ist  vollständig  bestimmt,  sobald  irgend  ein 

regulärer  Zweig  derselben  gegeben  ist.     Es  kommt  also  darauf  an.  auf  die 

allgemeinste  Weise  eine  Potenzreihe 

x         [X-„Y 
—  )■ " 


v\ 


wo  a,  6(),  61?  ...  Constanten  bedeuten,  so  zu  bestimmen,  daaa  dieselbe,  für 
y  gesetzt,  der  gegebenen  Differentialgleichung  genügt,  und  innerhalb  eines 
gewissen,  die  Stelle  a  umgebenden  Bezirks  convergirt 

Es  muss  also,  wenn  man  diese  Reihe  für  ;/  in  den  Ausdruck 
G\x,y}  -p-,  — ä«)  einsetzt  und  denselben  nach  Potenzen  von  x—a  ent- 
wickelt, jeder  einzelne  Coefficient  dieser  Entwickelung  gleich  Null  werden. 

So  erhält  man  zunächst  zwischen  a,  /;,,.  6t1  ...   b    die  Gleichung 

(2.)       G(a?bö.bl....b„)  =  0. 
Nun  hat  aber,  wenn  y  irgend  eine  reguläre  Function  von  x  ist,  die  /tl  Ab- 


leitung von 


G(x  v  ■*■  ...-ÖL^ 


die  Form 

V    >  J>  dx  '        dW  rfx»+'  ^aAr>  *>   dx  "        rix  •-  -'  /' 

d"  M 

wo  G'  die  partielle  Ableitung   von  G  in  Beziehung   auf         .    und   H,    eine 

1 


ganze  rationale  Function  von  x,  y,  -^,  •  •  •    dxn+i-i   bezeichnet.     Es  muss 

also  (für  l  =  1,  2,  ...  ec) 

(3.)       G'(a9b„ib11...bn)bn+i+Hi(a,b0,bl1...bn+i-1)  =  0 
sein,  wenn  der  Coeffieient  von  {x  —  af  in  der  genannten  Entwicklung  von 

U  V    '  ^    t/x-  '  dx™  / 

verschwinden  soll.  Umgekehrt  genügt  die  für  y  angenommene  Reihe  der 
Gleichung  (1.)  formell,  wenn  die  Gleichung  (2.)  und  sämmtliche  Gleichungen 
(3.)  erfüllt  werden. 

Durch  die  Gleichungen  (3.)  werden  aber  sämmtliche  Coefficienten 
bv,  deren  Index  >  n  ist,  eindeutig  bestimmt,  sobald  a,  bül  6,,  ...  bn  ge- 
geben sind  und  zugleich  G'(a,bl),b11...ba)  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat. 

So  ergiebt  sich  der  Satz: 

„Nimmt  man  die  Constanten 

a,     6„,     6,,     ...     bn 
willkürlich,  jedoch  so  an,  dass  die  Gleichung 

G{a,  b0l  6i,...  bn)  =  0 
eine  einfache  Wurzel  bn  hat,  so  lassen  sich  die  Grössen 

stets  in  eindeutiger  Weise  so  bestimmen,  dass 

»         fx  —  aY 
Zvbx 

0 


v\ 


für  y  gesetzt,  der  Gleichung  (1.)  formell  genügt." 

Diese  Reihe  ist  aber  auch  stets  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  con- 
vergent  und  stellt,  wenn  man  x  innerhalb  desselben  annimmt,  eine  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  befriedigende  Function  dar.  Aus  jeder  solchen 
Reihe  entspringt  dann  ferner  eine  bestimmte  (eindeutige  oder  mehrdeutige) 
analytische  Function,  von  der  jeder  reguläre  Zioeig  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung ebenfalls  befriedigt  *). 


*)  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  in  der  Weierstrassschen  Abhandlung  „Zur  Theorie 
der  analytischen  Facultäten"  (Crelles  Journal,  Bd.  51,  S.  43)  ausgesprochen,  und  ist  bald 
darauf  auch  von  den  Herren  Briot  und  Bouquet  bewiesen  worden  (Journal  de  l'Ecole 
polytechnique  cah.  3o).  Derselbe  bleibt  bestehen,  wenn  der  Ausdruck  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung-  (1.)  eine  eindeutige  und  in  eine  beständig  convergirende  Potenz- 
reihe der  Grössen  x,  ii,  —r~,  ■  ■  ■  ■—-  entwickelbare  Function  ist. 

J     dx  '  dxa 


Umgekehrt  hat  jede  die  vor^         e  Differentialgleicbi 
analytische  Function  y  unendlich   \ i«l«- .   durch   iL 
bestimmbare    reguläre   Zweige,   wenn   sie   ni<-lir   eine   sogenannte    singuli 
Lösung  der  I  Differentialgleichung  ist,  d.  h,  ausser  derselben  noch  der  '  r  l •  - i < - 1 1 

"■(■■■■  ■<■ '!;:■■■■::    ° 

genügt.     In   diesem  Falle   kann   man   aber  durch  ( Kombination  der  beiden 

( Jlcicliiiniicii 

zur  Bestimmung  der  Function  n  entweder  eine  algebraische  Gleichtun?  oder 
eine  Differentialgleichung,  von  der  sie  keim-  singulare  Lösung  ist,  erhalten. 
Analoge  Sätze  gelten  ferner,  wenn  zur  Bestimmung  mehrerer  Functionen 
einer  unabhängigen  Veränderlichen   «'in  System    von    ebenso   vielen  al_ 
braischen  Differentialgleichungen  gegeben  ist 


Dasselbe  kann  stets  auf  die  Form 

i 


ö,(*fjf.iifn  —  jf«  ■£  -Gi(x,g»,yi1...9  1  =  0, 


(5.) 


G'{x,yv,yx,...yn  ^-- Gn  •>•.//.//,....//     -  0 


gebracht  werden,  wo   #,,  ...  y„  die  zu  bestimmenden  Functionen  sind,  y« 
eine  mit  a?,  y,,  ...  y„  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung 

(6.)       G\x,yli1yl,  ...//,/   -  0 

verbundene  Hülfsgrösse,  G,  (?,,  ...  G„   ganze  rationale  Functionen  von  s. 

y{))  iji,  ...  ?/„,  und  G'  die  partielle  Ableitung  von  G  in  Beziehung  auff  *). 

Setzt  man  dann,  für  /.  —  0,   1,  ...  n 

n)    „.  «  v  b.  c*-«>w 

ii  « . 

und  nimmt 

Cl,      t>\  ii,      Wj.ii.      ...      o 

so  an,  dass  die  Gleichung 

G(a3  6ü,uj  ^i. £„.,.'  =  0 

*)    Wie  man  jedes  System  algebraischer  Differentialgleichungen  auf  diese  .kano- 
nische" Form  zurückführen  kann,  lehrt  Jacobi  in  den  Abhandlungen:  „De  investigando 
online  systematis  differentialium  vulgarium  cujuscunque"  {BorckardtB  Journal.  1 
S.  ?37)  und  „De  aequationum  differentialium  systemate  non  nonnali  ad  formam  nor- 
malem revocanda"  (Vorlesungen  über  Dynamik,  Anhang,  S.  55). 
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nach  6,v,  aufgelöst  eine  endliche,  einfache  Wurzel  hat,  und  nimmt  diese  für 
6„j0,  so  lassen  sich,  wenn  man  die  Ausdrücke  auf  der  Linken  der  Glei- 
chungen (5.),  (6.)  nach  Potenzen  von  x  —  a  entwickelt,  die  Coefficienten  der 
einzelnen  Potenzen  gleich  Null  setzt,  die  Grössen 

"0,1  1         "0,2  7         ... 
^1,1  7  "1,2  7         •      •     • 


"»,1  1        Vn,1 1        •     •     • 

in  eindeutiger  Weise  so  bestimmen,  dass  den  Gleichungen  (5.),  (6.)  formell 
genügt  wird. 

Dann  sind  aber  auch  die  so  sich  ergebenden  w+1  Reihen  (7.) 
stets  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergent  und  stellen,  wenn  man 
x  auf  diesen  Bezirk  beschränkt,  ein  System  von  n-\-l  Functionen  dar, 
welche  die  in  Rede  stehenden  Gleichungen  wirklich  befriedigen. 

Aus  demselben  entspringt  dann  ein  System  (eindeutiger  oder  mehr- 
deutiger) analytischer  Functionen  von  der  Beschaffenheit,  dass  je  »+1  zu- 
sammengehörige reguläre  Zweige  derselben  die  Gleichungen  (5.),  (6.)  eben- 
falls befriedigen. 

Umgekehrt,  wenn  ein  System  von  »+1  analytischen  Functionen 
die  Gleichungen  (5.),  (6.),  nicht  aber  zugleich  die  Gleichung 

befriedigt  (d.  h.  wenn  dasselbe  nicht  eine  singulare  Lösung  des  Systems 
von  partiellen  Differentialgleichungen  bildet),  so  lässt  sich,  wofern  man 
specielle  Werthe  von  a  ausnimmt,  jedes  System  zusammengehöriger 
Elemente*)  dieser  Functionen  durch  Reihen,  welche  in  der  beschriebenen 
Weise  gebildet  sind,  ausdrücken. 

Die  singulären  Lösungen  erhält  man  aber,  indem  man  die  vorge- 
legten Gleichungen  (5.),  (6.)  mit  der  Gleichung 

6G(x,yn,y^  ...y„) 

combinirt. 

Diese  Sätze,  in  der  gegebenen  Fassung,  entnehme  ich  den  Vor- 
lesungen   des  Herrn  Weierstrass ,   meines  verehrten  Lehrers.     In   der   vor- 


* 


)   Vgl.  §.  III.  im  Anfang. 
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liegenden  Arbeit  habe  ich  mich  nun  mit  der  Aufgabe  bcrwl  .  zu  unt< 

suelien,    ob   und   in   wie    weit   Bich    dieselben   aof  den    Fall    hum1«-)hi«mi    . 

wo  zur  Bestimmung  analytischer  Functionen   mehrerer  Veränderlichen  j 
tielle  algebraische  Differentialgleichungen  gegeben  Bind. 

§.  L 
Icli  betrachte  zunächst  das  nachstehende  System  von  partiellen  Diu 
rentialgleichungen,  in   denen  x,  xt,  ...  x    nnabhängige  Veränderliche  und 
</)j,  ...  <i„  zu  bestimmende    Functionen   derselben   bedeuten,    «fahrend   die 
GiYr:((Pn  •"  <pn)  gegebene,  in  der  Form  gewöhnlicher,  innerhalb  eines  gewiss 
Bereiches  convergirender  Potenzreihen  dargestellte  Functionen  von  v,.  ...  </- 
sein  sollen: 

(10      •  •  • ' •  •  •' 

(f£  =  £,<w*,  -  wJ-a*+~+i*«9(» 'i  ',  l  ■ 

Um    mich    kürzer   ausdrücken   zu    können,    will  ich  im    Folgenden   oi 
einer  Potenzreihe  mehrerer  Veränderlichen  (x,  .r, , . . .  xr)   Btets   eine    solche 
verstehen,    die    nur    ganze   und  positive   Potenzen   dieser  Grössen    enthält 
Dieses  vorausgesetzt,  gelten  folgende  Sätze: 

A.  Sind 

(p  (a?i,  •••  xr)i(i^     .  .  .     (p[Xi)...x 

n  willkürlich  angenommene  Potenzreihen,  welche  einen  gemeinschaftlichen, 
wenn  auch  beschränkten  Convergenzbezirk  besitzen,  und  an  der  Stelle 

(xi  =  0,  x-i  =  0,  ...  xr  =  0) 

sämmtlieli   versehwinden,    —    so    giebt  es  n  bestimmte    Potenzreihen   von 
(x,  xy , . . .  av),  welche  für  x  =  0  beziehlich  in 

</)(j?,,  ...  Xr  |,i,       .    .    .       yi'1*! ^rjnjil 

übergehen  und,   für   (f,,  ...  (p„  in   die   vorgelegten   Differentialgleichungen 

eingesetzt,  denselben  formell  genügen. 

B.  Diese  n  Reihen  sind  sämmtlieli  in  einem  gewissen  Bereiche  un- 
bedingt eonvergent  und  stellen  Functionen  dar.  welche  die  Differential- 
gleichungen (1.)  wirklieh  befriedigen. 


6       

i 

Setzt  man  in  die  Gleichungen  (1.)  für  yl7  ...  cpn  Reihen  von  der  Form 

00  \        xv 

1  "• 


<Pn    =     <P  Ol  5  • '  •  ®r)n,0  +  'Zv  <?  Ol  J  •  •  •  Xr)n^v  -^ 

ein,   so  erhält  man,  indem   man  die  Ausdrücke  auf  beiden  Seiten  in  jeder 
Gleichung  nach  Potenzen  von  x  entwickelt,  zunächst 

<p{xx,...  #r)i,i  =  £ß  Gi?ß  (9vi  i-  •  •  9W>)  ~§^  +  ■  • '  +  '-f  ß  GSi&ifl  i  •  •  •  0W>)  -^  7 

9(*1? :;.  xr\t  =  jsßGQtoi», ...  y,o)^+-+i^^(>1;0, ...  y,,o)^, 

und  alsdann  jede  der  Functionen 

(f  [_Xi ,  .  . .  Xr)i}V  ,        ...        y  (Xj ,  . . .  Xr)n>v 

ausgedrückt  als  ganze  rationale  Function  einer  gewissen  Anzahl  der  Ab- 
leitungen von  q>10l  ...  y^nacha?!,  ...  xr,  deren  Coefficienten  Potenzreihen 
von  (pi0l  ...  yw>y  sind.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  jeder  Coefficient  der 
letzteren  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  den  Coefficienten  der  Ausdrücke 
G%}  bloss  durch  Addition  und  Multiplication  zusammengesetzt  wird. 
Ist  nun 

y(a?1,...av)i,u  =  ^(Ä^r^r.'""^")» 

v1='0...<x;', ...  v/.=0.^.'X5 
(2.)       \ 

/  X1''  x"r  \ 

(p(X1.1...Xr)n,ü     =     ^VP^L-rr^T-'-^Jl 

vL=0...<x>,  ...  v,.=0...<x> 
und  setzt  man 

(3.)      (p(x11...xr)a,y  =  ^(^L.rr^---~rr)       («  =  i,...»), 

v1=0'...o6, ...  v,.=0...oo 
so  ergiebt  sich  jede  der  Grössen 

<pial,...vr  («=1,...») 

als  eine  ganze  rationale  Function  einer  endlichen  Anzahl  der  Grössen 


ii  rif l  der  f  !oefficienten  der 

und  es  werden  dann  die  gegebenen  Differentialgleichungen  formell  befrie« 

wenn    man 

(4.)  (a=\....n 

^  =  0...  30,   U,   =  0...  90,  .../ir=0...  X 

setzt. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  diese  Reihen   sämmtlich  innerhalb  eil 
bestimmten  Bezirks  unbedingt  eonvergent  Bind,   ersetze    Ich   das 
System  von  Differentialgleichungen  durch  ein  anderes  von  derselben  Form: 

\i£-r4'öw* ,i'4^+-+i' '■  ■■■■ 

(5.)       < ' 

[%£■  =  zM:},(^ ... v.)-^+-+i/.ei  k« .....    j \  . 

in  welchem  in  jeder  der  Reihen  G{j'\{i}ji,...if.'n)  jeder    einzelne  Coeffici 
positiv  und  nicht  kleiner  als  der  absolute  Betrag  des  entsprechenden  Coeffi- 
cienten  in  GJ$(yi,  ...  v»)  ist.    Zugleich  nehme  ich  an  Stelle  jeder  der  Reihen 
(p(xl1  ...xr)(tM  (a  =  1, ...»)   eine   andere   y.>{xl1...x         an.   in  der  ebenfalls 
jeder  einzelne  Coefficient  positiv  und  nicht  kleiner  als  der  absolute   1 
des  entsprechenden  Coefficienten  in  q>(x1,...xr)ufl  ist.     Wenn  alsdann 

den  Ausdruck  bezeichnet,  der  jetzt  an  die  Stelle  von 

tritt,  so  erhellt  aus  dem,  was  über  die  Zusammensetzung  des  letzteren  ans 
den  Coefficienten.  der  Reihen  (?£$  und  ytafl  gesagt  ist.  dass  der  erstere  positiv 

und   nicht   kleiner   als   der   absolute  Betrag    des   anderen  sein  wird.     Kann 
man  also  von  den  Reihen  j/'m  •••   '",.,  wo 

*'«=-(<^ ".;;•:;;■■■:';')   («=i—«^ 

fi  —  0. . .  a: ,  fa  =  0. . .  rc,  . . .  f*r  =  0. . .  >o 
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ist,  beweisen,  dass  sie  sämmtlich  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirkes  con- 

vergent  sind,  so  steht  dasselbe  für  die  Reihen  ip x ,  ...  cpn  fest. 

Dieses  vorausgesetzt,  werde,  wie  es  immer  möglich  ist,  eine  positive 

Grösse  g  so  angenommen,  dass  sämmtliche  Reihen  6r$(yl7 ...  (pn)  convergiren, 

wenn 

(fi  =  (p2  =  -"  =  (p  =  g 

gesetzt  wird;  dann  kann  man  eine   zweite,   ebenfalls  positive  Grösse  G  so 

annehmen,  dass  aus  dem  Bruche 

G 


1         Vi  +  Vg-i hV»' 

9 
wenn  derselbe  nach  steigenden  Potenzen  von  Vi ,  •  •  •  V»  entwickelt  wird,  eine 
Reihe  G(ipn...  VJ  entspringt,  in  welcher  jeder  einzelne  Coefficient  positiv  und 
grösser  als  der  absolute  Betrag   des   entsprechenden  Coefncienten  in  jeder 
der  Reihen  G$((ptl ...  <p„)  ist. 

Ebenso  kann  man  zwei  positive  Grössen  g   und  (>  so  wählen,    dass 
in  der  Reihe,  welche  aus  der  Entwicklung  des  Bruches 

g'QCt  +  x^ \-xr) 


1  — 


x1 4-  x2  -\ \-xr 


nach  steigenden  Potenzen  von  a?l7 ...  x^  hervorgeht  und  die  mit  y(xt1 ...  x  )„ 
bezeichnet  werden  möge,  jeder  Coefficient  positiv  und  grösser  als  der  ab- 
solute Betrag  des  entsprechenden  Coefncienten  in  jeder  der  Reihen 

wird. 

Werden  dann  in  dem  System  (5.)  sämmtliche  Reihen 

G(4(Vi,.-.VJ  =  ö(Vi,..-VJ 
angenommen,    und   wird    zugleich    festgesetzt,    dass    für    x  =  0    jede    der 

Functionen  v«  m 

V  (Xi , . . .  xr)0 
übergehen  soll,  so  sind  die  eben  angegebenen  Bedingungen  erfüllt,  und  es 
braucht  also  nur  bewiesen  zu  werden,  dass  die  so  definirten  Reihen  Vu  •••  % 
innerhalb  eines  gewissen  Bezirks  convergent  sind. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  werden  aber  die  sämmtlichen 
Reihen  Vi  ?  •  •  •  V«  einander  gleich  und  Functionen  bloss  von  x  und  von 


Das  System    5.    redacirt  sieb  also,  wenn  du 


setzt,  s<>  dass  y„    z      '/'  wird   'ftiras   l...//.  auf  die  einzige  p         le  I> 


rentialffleichunir 


(6.) 


wo  a  eine  positive  ( 'onstante  l>t*il»mr«-r. 

Dabei  ist  noch  die  Bedingung  hinzuzufügen,  dass  für  o?  = 

übergehen  soll,  wo  b  ebenfalls  eine  Constante  bezeichn 

Die  Gleichung  (6.)  besagt  nichts  weiter,  als  dass  zwischen  den  Gh   u 
yj  und  (1—  \p)y-\-ax  eine  Relation  besteht.    Diese  wird  aber  durch  die  F<  -' 

Stellung,  dass  \p  für  x  =  0  in    .^     übergeben  boII,  eine  völlig  bestimn 

und  es  ergiebt  sieh  zwischen  \p,  x,  y  die  Gleichung 

woraus  man 


1  _  (l  —  b)y-ax—  V(l—  l  +  6)y  —  ag)a-4a6j 

V'  "  2(l-y) 

erhält,   mit  der  Bedingung,  dass  bei  der  Entwickelung  dieses  Ausdruckes 
nach  Potenzen  von  x,  y  das  Anfangsglied  in  der  Entwickelung -der  Quad] 
wurzel  1  sei. 

Die  so  sich  ergebende  Potenzreihe  von  x,  y  hat  nun  einen  bestimmt 
Convergenzbczirk,  und  es  sind  zugleich  ihre  Coefficienten  durchweg  positiv, 
wie  man  sofort  sieht,  wenn  man  die  Entwickelung  von   v  nach  der  im  \ 
stellenden  auseinandergesetzten  Methode  vornimmt.    Es  wird  daher  auch  die 
Potenzreihe  von  (x9 a?1? ...  a?r),  in  welche  y  durch  die  Substitution 

9 

übergebt,  einen  bestimmten  Convergenzbezirk  besitzen.    Für  jedes  innerhall) 

dieses  Bezirkes  enthaltene  Werthsystem  ,x..r\ r     sind  dann  sicher  auch 

die  Reihen  9>! ,...  </)„   sämmtlich   unbedingt   convergent     Dieselben   besitzen 
also  jedenfalls  einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  und  stellen,  wenn 

2 
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man  die  Veränderlichen  (x9xly...  xr)  auf  einen  innerhalb  desselben  liegen- 
den Bereich  in  der  Art  beschränkt,  dass  für  jedes  in  dem  letzteren  ent- 
haltene Werthsystem  (x3  x11 ...  xr)  das  System  der  zugehörigen  Werthe  von 
(y>! , . . .  cpn)  dem  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  der  Eeihen  Gfy  ange- 
hört, Functionen  von  (x9  xlr...xr)  dar,  welche  die  gegebene  Differential- 
gleichungen befriedigen  und  zugleich  für  x  =  0  in 

übergehen;  w.  z.  b.  w. 
Zusätze: 

A)  Es  ist  angenommen  worden,  dass  y(a?x, ...  xr)1>(), ...  </>(#!, ...  xr)n>() 
sämmtlich  verschwinden,  wenn  jede  der  Grössen  [x9  xy , . . .  xr)  den  Werth 
Null  erhält.  Die  entwickelten  Sätze  behalten  aber  ihre  Gültigkeit,  wenn 
nur  die  Functionen  cpaM  so  angenommen  werden,  dass  das  Werthsystem 

y(0...0)i)O7     .  .  .     y(0...0)Wj0 

dem  gemeinschaftlichen  Convergenzbereich  der  Reihen  G%)  angehört,  wie 
aus  dem  gegebenen  Beweise  ohne  Weiteres  folgt,  wenn  man 

Vi  —  y(0...0)lj0,     .  .  .     (pn—  y(0...0)Bj0 

als  die  zu  bestimmenden  Functionen  einführt. 

B)  Es  bleiben  ferner  alle  Sätze  bestehen,  wenn  an  Stelle  des  be- 
trachteten Systems  von  Differentialgleichungen  das  folgende  gegeben  ist,  in 
welchem  sämmtliche  Functionen  Gg$(<jp1? ...  cpn)  dieselbe  Beschaffenheit  haben, 
wie  in  jenem: 

v  =  i-.-r,  ß  =  \---n 

(i  ' 

-$£•  =  i(flÖ(W , . . .  <p.)  Iff )  +  <?§?(?>, , . . .  ?,). 

Dies  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  den  vorstehenden  Gleichungen  noch 
eine  neue 

-^  =  0 

dx 
hinzufügt,  mit  der  Festsetzung,  dass  für  x  —  0 

(fK)  =    xx 


1 1 

sein   soll,  so   dass   man  jede«  der  Glieder  G      mir  multiplici         iarf, 

und  auf  diese  Weise  «'in  Gleichungs-System  \<>u  der  Form    1.  — 

(')    Sodann  behalten  die  in  Rede  stehenden  Sätze  il  i  Grttltigk         .eh 
dann,  wenn  in  den  Gtteichuiigs-Systemen    1.    and    1  .    die  Fund  ', 

Bämmtlich  oder  zum  Theil  Quotienten  zweier  Potenzreihen   Bind     Man 

nur  in  diesem    Italic  das   Werthsystem 

V(0.  ..0     ....     y(0...0 

so  zu  wählen,  dass  dasselbe  dem  gemeinschaftlichen  I  genzbei       dler 

Zähler  und  Nenner  angehört  und  keiner  der  Nenner  verschwindet  wei  n  man 

setzt. 

Wenn  nämlich  diese  Bedingungen   erfüllt  sind,   bo   lassen    Bich 
Functionen  Glj\  sämmtlich  in  Potenzreihen  von 

<px  —  f/>(0...0),, <f„~(f    "•••0)„,, 

entwickeln,  wodurch  dem  Grleichungssystem  die  ursprünglich  voi      -_  - 

Form  gegeben  wird. 

D)     Wenn  man  nun  beachtet,  dass  die  durch  «las  auseinande  _   -  tzte 

Verfahren  für  tpx,  ...  </:„  sich  ergebenden  Reihen  vollständig  bestimmt  Bind,  d  se 

sie   den   vorgelegten  Differentialgleichungen   genügen    und    tii.    x      0    be- 

ziehlicb  in 

</>(#,,  ...  xr),t (p  (.r, v 

übergehen  sollen,  so  ergiebt  sich  schliesslich,  wenn  man  alles  Vorstel 
zusammenfasst,  folgendes  Resultat: 

Es  sei  gegeben  ein  System    partieller   Differentialgleichungen    ^ 
der  Form 

(a  =  1  ■•;•.  ,•?=  \--->r 

in  denen  die  GCA  und  G())  sämmtlich  Potenzreihen  von  yn  ...  y,  sind,  und 
es  seien  auf  irgend  eine  Weise  n  Potenzreihen  von  xs  x, e 

2* 
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hergestellt,  welche  für  (p^ ,  ...  (pn  gesetzt  den  Differentialgleichungen  formell 
geniigen,  so  dass  in  jeder  dieser  Gleichungen  die  Ausdrücke  auf  der  linken 
und  rechten  Seite,  wenn  man  sie  nach  Potenzen  von  x,  a?x,  ...  xr  ent- 
wickelt, in  den  Coefficienten  der  gleichstelligen  Glieder  übereinstimmen;  so 
werden  jene  Reihen  stets  innerhalb  eines  bestimmten  Bezirks  convergiren 
und  analytische  Functionen,  welche  die  Differentialgleichungen  wirklich  be- 
friedigen, darstellen,  sobald  nur  folgende  Bedingungen  erfüllt  sind: 

a)  Es  müssen  die  Reihen 

y(0,  a?i,  ...a?,.)!,     ...     y(07ar1,...a?r)B 

einen  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirk  besitzen; 

b)  es  muss  das  Werthsystem 

y>(0,0,...0)1,     .  .  .     y (0,  0, . . .  0), 
innerhalb  des  gemeinschaftlichen  Convergenzbezirks  der  Functionen 

G$ß  (<pi ,  •  •  •  <Pn) ,     G(y)  (9>i ,  •  •  •  <Pn) 
enthalten  sein; 

c)  es  darf  keine  der  Functionen  Gw  ((pt , . . .  q>n)  an  der  Stelle 

(cpl  =  (p(0...0)1,     ...     <pn  =  (p(0...0)n) 
verschwinden. 

Wenn  insbesondere  die  G%}9  Giy)  sämmtlich  ganze  Functionen  oder 
beständig  convergirende  Reihen  von  y,,  ...  <pn  sind,  so  ist  die  Bedingung 
b)  von  selbst  erfüllt. 

§.  IL 
Ich  nehme  jetzt  an,   es   sei  zur  Bestimmung   einer  Function  (p  von 
r+1  Veränderlichen  {x,  a?i, ...  xr)  irgend   eine   algebraische   partielle  Diffe- 
rentialgleichung nter  Ordnung  gegeben,  und  auf  die  Form 

(1.)       G^s,,...*,,?-  dxadxttl..mdxBr  ■")  =  0 

i  r 

gebracht,  wo  G  eine  ganze  rationale  Function  von  x,  x^  ...  xr)  (p  und  den- 
jenigen  Ableitungen 

in  denen 

«  +  «iH \-ar  ^  n 

ist,  bedeutet.     Dabei  darf  man  voraussetzen,  es  sei  diese  Gleichung  in  dem 


L3 
Sinne   irreductibel,   dass   0  nicht   das  Produd  zweier  Ausdruck 

selben    Form    ist. 

Ks  handell  sich  dämm,   auf  die  allgemeinste  Weise  «in  i 

rentialgleichung   befriedigendes   Funrtionnnlcmritt    (in    « i  *  -  f ;  *    Sinn.-,    w],-    li 
Weierslrms  dies   Wurf   gebraucht) 

ff  '.r,  x, .  ...  x,  a,  a, .  ...  (i 

zu  bestimmen,  d.  h.   eine   innerhalb   eines   bestimmten  Bezirks  coi 

und  der  Differentialgleichung  genügende  Potenzreihe  von  x— a.  av  «  . ...  av  ■  . 

wo  a,  «,,  ...  a,  Constanten  bezeichnen. 

Ich  betrachte   nun  zunächst   den    Fall,   den   ich   den   normalen   nenn« 

will,  wo  von  den  Ableitungen 

d"ip         d"(f  i    (p 

wenigstens  eine,  —  ich  will  annehmen    ..  -    ~    in    G   wirklich   vorkon 

Dieses  vorausgesetzt  lässt  sieh  zeigen,   dass   man  eine  der  Differentialglei- 
chung genügende  Reihe 

/                      i                     >          W,  (x  — a)a   (x}  —  a,)°>         r  —  ary?\ 

(p(x,xl1...xl\a,a,,...al)  =  2:(bUM „,       ft,  -  .       ••• 

(er  =  0-  00,  «,  =  0—  rc.  •••  a  =  0-  :v) 
erhalten  kann,  in  der,  wenn  man  sie  auf  die  Form 


^ c  ip  [Xi ,  •  ••  ,r,  rt1 ,  ...  fl 


r! 


(>) 

bringt,  von  den  Functionen  </>(#,, ...  j-,  «,, ...  a, )  die  />  ersten 

(0)  1-,-n 

</>(#,, ...  x,  «,,...  ar),     ...       9?    (a?, r   </,....*/ 

im  Allgemeinen  willkürlich  angenommen  werden  können,  die  übrigen  dann 
aber  durch  die  Differentialffleichunff  bestimmt  werden. 

Setzt  man  die  für  (f  angenommene  Reihe   in  den  Ausdruck  auf  der 
Linken  der  Gleichung  (1.)  ein,   und   entwickelt  denselben   nach  Potenzen 
von  x  —  a,  Xi— «,,  ...  x,.— ar9   so   muss   zunächst  das  constante  Glied  7< 
sehwinden,  d.  h.  es  muss 

(2.)       0(o,  fli,"...  «V,^vj»...6.,«lnd«r.-0  —  ° 
sein. 

Ich  bezeichne  ferner  zur  Abkürzung 


mit  ya>0„...ttr  und 
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dot+<*,+--+<*r(p£x,  xx,  ...  xr\a,  a ar) 

dxa  dx°i . . .  dxar 


(v) 

fp  (3^1 7  •  •  •  **'r    ^*1  i  •  •  *  ^r  ' 


00 

bloss  mit  99.     Dann  wird  für  x  =  a 

O) 

Entwickelt  man  nun 

nach  Potenzen  von  x  —  a,   so   wird  der  Coefficient  von  (x—af  eine  ganze 

00 

Function  von  </>,  deren  Coefficienten  ausser  den  Veränderlichen  x^  ...  xr  nur 

((»)    (i)  O-i) 

die  Functionen  <p}  <p,  •  •  •   <p    und  deren  Ableitungen   nach   (xtl ...  xr)   ent- 

00 
halten,   und  es  muss  cp  so  bestimmt  werden,    dass  diese  Function,   welche 

00  00 

mit  G0(y)  bezeichnet  werde,  verschwindet,  und  zugleich  <p  eine  Potenzreihe 

von  x1—al1  ...  #,.— «,  wird.     Dies  ist  aber  immer,  und  zwar  nur  auf  eine 

einzige  Weise,  möglich,  wenn  man  a,  al1  ...  ar  und  diejenigen  Grössen 

Ua.a  u...ar  } 

in  denen 

ist,  so  annimmt,  dass  sich  aus  der  Gleichung  (2.)  für  bnj%i)  wenigstens  ein 
endlicher  Werth,  der  eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  ist,  ergiebt.  Diese 
Bedingung  als  erfüllt  vorausgesetzt,  sind  die  Reihen 

(0)       (l)  0-1) 

V,       <P,       •    •    •        <P 

im  Uebrigen  willkürlich,  jedoch  so,  dass  jede  von  ihnen  einen  Convergenz- 
bezirk  besitzt,  anzunehmen.     Die  Coefficienten  der  Reihe 

(n) 
<P, 

die  dann  stets  auch  einen  gewissen  Convergenzbezirk  besitzt,  werden  rational 
aus  den  Coefficienten  der  vorstehenden  und  aus  bnj%M  zusammengesetzt;   es 

O) 

giebt  also  so  viel  verschiedene  Functionen  cp,  als  verschiedene  Werthe  von 
&„o.(J,  die  einfache  Wurzeln  der  Gleichung  (2.)  sind,  existiren. 


Lo 

Differentiirt   man   ferner  den  An         ..  Qs   alt  Fnn  m  x  ; 

trachtet,  bo  liat  die  >-'e  Ableitung  <!<  aselben  die  Form 

d"     'i 

U'(<pn,u..-      ,    r  HlX,Xx r.  '/....'/. 

wo  G' (<pnJi)tj))  die  partielle  Ableitung  von  Ö  nacli  7         i-r  und  //^  .-in.-  ^anze 

Function  von  x,  #,,   ...   x,   und   denjenigen   (  n    <(,:ü   m    bexeicb 

in  welchen 

/'/p fl^) 

ist.     Der  Coefficient  von   v    ..,        in   der  erwähnten    Bntwickelnng   von    G 

hat  also  die  Form 

('0  0»+J) 

wo  £,',  und  //,„  diejenigen  Functionen  von  sp,,  ...  x,  bezeichnen,  in  weh 

G'  und  fl*  dadurch  übergehen,  dass  man  x  =  a  und 

V«"'-«,      ~     dx°>...dx°r 

setzt. 

Dieser  Coefficient   muss   nun   gleich  Null    sein,    und    da    sich,    wefl 

(n) 

G'0((f)  an  der  Stelle  {xx  =  «i, ...  xr  =  ar)  nicht  verschwindet. 

1 


w 

va<p) 


in   eine   Potenzreihe  von   xk  —  atl    ...   x,  —  a,    entwickeln   liisst.    so    ergiebl 

sich    (p    als  Potenzreihe   von   xt  —  a, ,  ...  j*,.  —  a,,    welche   völlig   bestimmt 
ist,  sobald 

(<>)  (I)  (n-fi-l) 

ip,    (f,    .  .  .       if 

(1)  (•— 1) 

es  sind.     Daraus  folgt,   dass  sich,   wenn   man  a,  «,.  .  .  .  <j  ,  7.  7.  . . .    7 

den    obigen    Bedingungen    gemäss    annimmt,    darauf    nach    Fixirung    des 

00 
Coefncienten  6W>0).„0  zunächst  7?  und  dann 

<P,        <P,      •  •  • 
so   bestimmen  lassen,   und   zwar   nur   auf  eine   einzige  Weise,   wie  es  er- 
forderlich ist,  wenn  der  Ausdruck 
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<p  =  2f,a;,, ...  xr\at1 ...  ar)- — j-jL- 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  formell  genügen  soll. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  <p  ein  Element  einer  diese  Gleichung  be- 
friedigenden analytischen  Function  von  x,  xl:  ...  xr  darstellt,  hat  man  zu 
zeigen,  dass  sie  innerhalb  eines  gewissen  Bezirks  convergirt 

Dies  geschieht  in  folgender  Weise: 

Ich  setze 

(3.)       x  =  a-ru,     £Pi  =  äi+#i,     .  .  .     xr  —  ar-\-ur 

und  bezeichne,  unter  rp  jetzt  die  Potenzreihe  von  u,  &,,  ...  ur  verstehend,  in 
welche  tp  ( x,  xY , . . .  xr  \  a,  av , . . .  ar)  durch  diese  Substitution  übergeht, 

dcp  dnq> 


% 

du  ' 

•         •         • 

rJUv 

beziehlieh  mit 

<Pvi 

<Pn 

.     .      . 

<Pn, 

sowie  die 

übrigen 

Ableitungen 

£«  +  «,+. 

■■+"r(p 

dxudx"<  ...dxar  ' 

•  r 

in  denen  a-\-ax-\ \-ar-^'  n  ist,   in   irgend    einer  Ordnung  genommen  mit 


(Pn+l-)     '  •  -     (Pi' 

Dann  hat  man 

dq> 
l     du 

-   <Pi 

(4.) 

\ 

•            *            • 

1    dfpn 

\     du 

=    <Pn 

Ferner  kann  man,  wenn  l  >  0, 

(5.) 

d<pn+). 

du 

d<pfl 

du,, 

setzen,  wo  fi  eine  der  Zahlen  \...s}  und  v  eine  der  Zahlen  l...r  ist.  (Ist 
nämlich  <pn+l  =  tpa>au..,a  9  SO  ist  mindestens  eine  der  Zahlen  at,  ...  ari  z.  B. 
«„  von  Null  verschieden,  und  man  hat  dann 

Btpn+l  v(pa  \-\,<x{,...uv-\,...ar 


)u  duv 


"*' 


und  es  ist  </Vi-i,«„...a -i,...a>.  eine  der  Grössen  «/>„,  <pu  ...  </)s). 

Bezeichnet  man  ferner,   unter   G   wie    vorhin  den  Ausdruck  auf  der 
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linken  Seite  der  Gleichung    1.    verstehend,  dessen  partielle  Abi        _      in 
Beziehung  auf  x,  <fn.  <p ipt  respective  mir 

<;•  s  .    (,' ,(.  .    <;'  ,f.  ....    <,■  ,t  . 

so  hat  man 

G  '(    ;  ü 

also 

Bndlich  ist 

(7)       ^-=1  =  0 

v  du  du  '  >i 

Die  Gleichungen  (4.),  (5.),  (6.).  (7.)  bilden  nun  für  die  Grössen  j*.  r,, ...  x  . 
(pu  ...  (pa}  welche  sämmtlich  Potenzreihen  von  u,  >/ ..  ...  u  sind,  ein  S   a 
partieller  Differentialgleichungen  von  der  in  §.  I.  Zusatz  1>   betrachteten  Form. 
Da  sie  nun  überdies   den   dort  unter  a)  und  c)  angegebenen  Bedingung 
genügen,  so  ist  damit  festgestellt,   dass  sie  sämmtlich  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  convergiren. 

Jede  auf  die  angegebene  Weise  hergestellte  Potenzreihe 

<f[x.  x{ v    a.  «,. ...  a 

ist   also   wirklieh   ein   Element    einer    die    vorgelegte    Differentialgleichi    _ 

befriedigenden  analytischen  Function. 

Es  ist  jetzt  noch  zu  untersuchen,  ob  mau   umgekehrt  auch  für  jede 
der    vorgelegten   Differentialgleichung    genügende    analytische    Function   </ 
ein  sie  detinirendes  Element  durch   das   auseinandergesetzte  Verfahren 
halten  kann. 

Es  sei 

/  \  v    /  Cx  —  aY    (x.  —  at]  r 

«*.<*,.....*,.  '         a .  a{. 

ein  beliebiges  Element   einer   solchen   Function,    so    bestehen   für   dasselbe, 
wenn  die  obigen   Bezeichnungen  beibehalten  werden,  die  Gleichungen: 

G„(y)  =  0, 
<%(<?)  tp  -Vit,    =  o. 
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Wenn  nun  £„,„.. .,  nicht  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung 

(j{ci}  cii1 ...  ar ,  o()j  m,  ...  oua^ar) ...  onn; j))  =  u 

(n) 

ist,  so  sind  durch  diese  Gleichungen  und  die  Bedingung,  dass  cp  an  der  Stelle 
(#!  =  «i,  ...xr  =  ar)  den  Werth  bnP  .„  haben  soll,  » 

0  ■ 

(n)       (n+1)       (rc+2) 

(f,         <p,  </>,         ... 

vollständig  bestimmt. 

Nun  besitzt  aber  die  Function  stets  unendlich  viele  Elemente,  für 
welche  bnf) r..()  eine  einfache  Wurzel  der  ebengenannten  Gleichung  ist,  wofern 
die  Function  nicht  eine  sogenannte  singulare  Lösung  der  Differentialgleichung 
ist,  d.  h.  ausser  dieser  auch  der  Gleichung 


*(£)  =  ° 


e-enüfft.     Damit  ist  bewiesen: 


Ist  tp  irgend  eine  der  vorgelegten  Differentialgleichung,   aber  nicht 
auch  der  Gleichung 


*(£)  -  o 


genügende  analytische  Function,  so  lässt  sich  jedes  Element 

cp  (x,  xx , . . .  xr  |  a,  ax , . . .  ar) 

(dnw  \ 
-^~J  an   der  Stelle   (x  =  a3  xt  =  ax , . . .  xr  =  ar) 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  durch  das  im  Vorstehenden  ent- 
wickelte Verfahren  bestimmen. 

In  dem  Falle    aber,   wo   ip   eine   singulare  Lösung  der  Differential- 
gleichung ist,  erhält  man  für  sie  durch  die  Combination  der  beiden  Gleichungen 


0,0,     <-£*)  =  0 


dxn 

entweder   eine   algebraische  Gleichung   oder   eine  partielle  Differentialglei- 
chung, der  sie  als  nicht  singulare  Lösung  genügt. 

§.  III. 
Wenn   die   vorgelegte  Differentialgleichung  nicht  die  normale  Form 
hat,    so  kann   man  ihr   dieselbe  doch  stets  dadurch  geben,    dass  man  an 
Stelle  der  Grössen  x,  sc, ,  ...  xr  ebenso !  viele  lineare  Functionen  derselben 
(&  tfi  i  •  •  •  Vr)  als  Argumente  von  cp  einführt. 


IM 


Setzt  man  nämlich 

»/         h    -\-cx    ArC^Xx    -1 •  r 

»/,    =    //    +  c'x    +etXi     -\ \t    i 

y>.  =  6(r)+cCr)a?+cf)a?iH c 

wo  die  6,  c  Constanten  bezeichnen,  welche  der  Bedingung  unterworfen  and, 
dass  die  Determinante 


c, 

c, . 

•      •           L/j- 

c, 

I 

c(,), 

c(r) 

nicht  gleich  Null  sein  darf,  so  verwandelt  Bich  der  Ausdruck 

*J\X}     Xij  .  ..  XrJ  (p9  ...  (Pa,a}....ar  '  '  • 

in  einen  anderen  von  derselben  Form 

GU>  *i  •-  *"  ^  -    dyßdy*...dyßr    "Vi 

in  welchem   ebenso   wie   in  G   nur  Ableitungen    von  nicht  höherer  als 
wten  Ordnung-  vorkommen;   und  es  lässt  sieh  zeigen,  dass  derselbe  im  All- 
gemeinen, d.  h.  wenn  man  specielle  Werthsysteme  der  Constanten  <\  <\. ...  c 
ausschliesst,  die  Ableitung 

d"(f 

wirklich  enthält. 

Davon  überzeugt  man  sieh  am  leichtesten  auf  folgende  Weise. 
Man  hat,  wenn  man  mit 

w     .     . ,     cn  ,    u.  s.  w. 

'  et',«    ....a    *  '  a.a  ,  ,...a 

I         r  I        r 

die  in  G  vorkommenden  Ableitungen  der  »ten  Ordnung  bezeichnet, 

dG 


dx 


-    G()  +  G((/>  ,_,_.    .       .+  G,if        ,  ,+••' 


wo   (?„,   G,,  ...  G,,  nur  Ableitungen  von  niedrigerer  als  der   %w-rl'tou  Ord- 


nung enthalten.     Nun  ist  aber 


3 
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VWi,«;',...«;  -  c       cj  ...cr     ^w+l    -r     , 

etc. 
wo  die  weggelassenen  Glieder  nur  solche  Ableitungen 

dyßdyß*...dyPr 
enthalten,  in  denen  ß+ßi-\ \-ßr  =  n-\-\,  aber  ß<Ln-\-l  ist.    Man  hat  also 

-^  =  (G1c^v;^..c^+(;2c«''^c^...c^+..o^H^•+•••  etc., 

wo  in  den  weggelassenen  Gliedern,  nachdem  die  in  ihnen  enthaltenen  Ab- 
leitungen von  (p  nach  x,  xt ,  . . .  xr  in  Ableitungen  nach  y,  «/,,  ...  ^  ver- 

wandelt  worden,  .  „  „ _/.     nicht  vorkommt. 

'      oyn+l 

Wählt  man  nun  die  Constanten  c,  ct ,  ...  cr  so,  dass  der  Coefficient 

von    „  /i+,    in  der  vorstehenden  Gleichung,  als  Function  von  x,  xXl  . . .  xr,  . . . 

<fa,au...ar »  •  •  •  betrachtet,  nicht  identisch  verschwindet  —  was  nur  für  specielle 
Werthsysteme  der  c,  Cj ,  ...  cr  eintreten  kann  —  so  wird  derselbe  auch 
nicht  identisch  gleich  Null,  wenn  man  in  ihm  an  Stelle  der  Veränderlichen 
x,  x^  ...  xr  die  y,  yt,  ...  yr  einführt  und  die  Ableitungen  <pafily0ja  in  Ab- 
leitungen von   (p  nach   y,  yn  ...  yr  verwandelt;   und   es   kommt  also   die 

Ableitung     ^  ,t+;     wirklich  vor.     Es  ist  aber 

dG  dG  dG     ,  dG 


dx  öy     1   ^   dyx    ^        '   "'  dyr  ? 

und  es  kann  daher  -~—  ,   auf  die  angegebene  Weise  transformirt ,   die  Ab- 
leitung    ^  ?i+j    nur  dann  enthalten,  wenn  in  G  die  Ableitung  -^-~  vorkommt. 

Nimmt  man  insbesondere 

y    =  x  —a  —  Cj  (ffj  —  «j ) cr  (#r  —  er,.) 

«/i    =   Xi  —  «i 


*/r    =    «r  — «o 

so    sieht   man ,   dass  bei   gehöriger  Wahl    von   c, ,  .  . .  cr  sich  cp  stets  nach 
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Potenzen  von 

x  —  a—  r/x,-«, vi'x,~üi.     .r  — «, .  j      ,i 

entwickeln  lasst.  and  aase  man  diejenigen  Functionen,  in  irelcl 

1 1(  i     'f/ 

für 

x  =  a+  ct  (xt  —  a  )  -f  — h  c,  (*,  —  fl 

übergeben,  als   Potenzreiben  von  ./-,  —  at rr  —  a,  im  Allgemeinen  will- 
kürlich nehmen  kann.  • 

Die  im  Vorstellenden  beschriebene  Umformung  der  vorgelegten  Di- 
rentialgleichung  könnte  in  dem  Falle  onnöthig  erscheinen,    wenn   in  <ii- 
Gleichung  zwar  nicht   die   »te  Ableitung   von   <(    nach   s.    alter  docl 

S'"  w 
andere    ~   n    (wo  m<Cn,  aber  Z>  0)  vorkommt,  und  überdies  in  den  übrig 

Ableitungen 


dxudxa>...dx"> 
a  <C  m  ist. 

Denn  nimmt  man  wie  oben 


'•'  (x-a- 

(p  =  2(p{xl1...x,  a(,...o       — p 


V! 

an,  und  entwickelt  den  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  nach 
Potenzen  von  x  —  a,  so  erhält  man  zunächst  eine  Gleichung  zwischen 

00        (i)  (»0 

tp,     <p,     .  .  .     (f 

und  einer  gewissen  Anzahl  der  Ableitungen  der  m  ersten  dies«.;-  Functionen 

PO    in  -i) 

nach  Xi ,  ...  x,.     Nimmt  man  dann  die  Keihen   (p,  <p,  ...     </-      willkürlich 
an,   doch  so,  dass  die  Gleichung,  in   welche   die   ebengenannte   übergeht, 

(m) 

wenn  man  a?,  =  fit, , ...  xr—a,  setzt,    nach  </•  aufgelöst,  eine  endliche,  einfache 

(m) 

Wurzel  hat,  so  kann  man  y  als  Potenzreihe  von  .r,  —  a, t  —  a    so  be- 

stimmen,  dass  sie  die  erstere  Gleichung  befriedigt  und  für  x      a  r  ~=a 

in  jene  Wurzel  übergeht. 

Die   übrigen   Ooefricienten   der   genannten   Entwickelung   liefern    e 
dann  zur  Berechnung  der  übrigen  Functionen 

(/  (j*!, r,.  fl,,  ...  aj 
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die  erforderlichen  Gleichungen,  durch  welche  sie  säninitlich,  und  zwar  ein- 
deutig, hestimnit  werden. 

Man  erhält  so,   ganz  in  der  oben  auseinandergesetzten  Weise ,   eine 
Potenzreihe 

(p  \X.  Xy ,  •  •  •  Xr    Oij  Ui ,  •  •  •  "'rji 

welche  für   cp   gesetzt  die  gegebene  Differentialgleichung  formell  befriedigt. 
Aber  ich  habe  bemerkt,  dass  wenn  diese  Reihe  convergent  sein  soll, 

(0)  (m-1) 

die  Functionen  cp,  . . .  cp  nicht  willkürlich  angenommen  werden  können, 
sondern  solchen  Beschränkungen  unterworfen  sind,  dass  man  im  Allgemeinen 
sagen  kann,  die  Reihe 

cp (x,  Xi,  ...  xr I a,  ax , ...  ar) 

convergire  an  keiner  Stelle  [x,  xXl ...  a?r),  wie  nahe  man  dieselbe  auch  der 
Stelle  [a,  al7...  ar)  annehmen  kann. 

Ich  begnüge  mich  aber  hier  dies  an  einem  Beispiel  nachzuweisen. 

Es  sei  die  Differentialgleichung 

dcp         ö^cp 

dx  dy* 

gegeben.     Wenn   cp{)(y\b)  irgend  eine  Potenzreihe  von  y  —  b  ist,   so   genügt 

die  Reihe 

x     <P"  q>0(y\V)     (x  —  ay 
T"        df«  v\ 

dieser  Differentialgleichung  formell,  und  geht  für  x  —  a  in  (p0  (y  \  b)  über,  sie 
besitzt   aber  nur   bei  einer  ganz  besonderen  Wahl  von  (p0(y\b)  einen  Con- 
vergenzbezirk,   während  im  Allgemeinen   sie   für  kein  Werthsystem  (x,  y) 
eine  bestimmte,  endliche  Summe  hat. 
Es  sei  z.  B.  a  —  0,  6  =  0, 

9>ü(y|&)  =  jZTy-' 

Dann  ist 

dncp  n\ 

dyn     ~  ■  (1~y)n+1 ' 

und  die  obige  Reihe  geht  in 

a>     2v\  xv 


über,  von  der  es  leicht  zu  sehen  ist,  dass  sie  divergent  ist,  wie  klein  auch 
x}  y  angenommen  werden. 
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Um  allgemein   zu    zeigen,   welche    Bedingung  die  Function  7 

erfüllen  iniiss,  damit   ein  die  gegebene  Differentialgleichung  .••luie* 

Element  (p(xfy  a.h.  das  für  z     '/  in  7    9  6    übergeht,  1 
ich,  dasa  die   Differentialgleichung   in   Beziehung  auf  die  Veränderliche  y 
die  normale  Form  hat;  wenn  man  daher  zwei  Functionen 

7    ./■  o),      </    x  a 

willkürlich  annimmt,  so  kann  man  7  sc,  j  ".  6    nach  dem  Vi        gehen* 
so  bestimmen,  dass  diese  Function  der  gegebenen  Differentialgleichnng   _• 

QÜgt  und  für  y  =  6 

7)(o;,  y\a,b)     in     7>(ar  a) 
und 

öw(x,ijayb)       .        '".        . 
^ ln      V   x  a 

übergeht.     Und  zwar  erhält  man,  da  in  diesem  Falle 

y(ar|o)  nur  den  einen  Werth   —  i; 
hat, 

x    d"<f>(x\a)    (y-bV>        »     e'l/   seja)     Cy-6)»'*1 
T       da:"  (2"v)!      +TJ        ds'  2v  +  i)! 

als  den  allgemeinsten  Ausdruck  von  (f \x,  y  a9b). 

Ist  nun 

cp(.r  a]   =  j£i  v    x—ay 
und 

(0  * 

cp(x  (t    —  J£vc'r(x—  a  \ 
so  ergiebt  sieh 

<Po(y\b)  =  <P(a,  y\a,  b)  =  I\^y,<\  y-o.V^+Jg,  (2»^i)|  *■  -'/_/' 

Bezeichnet  man  nun  mit  o  eine  positive  Grosse,   die  kleiner  ist  als 

der  Radius  des  gemeinschaftlichen  Convexgenzbezirks  der  Reihen  7.  7.  und 

die  absoluten  Beträge  von  c,  .    c,   mit    c,  .    c.  .   so  lässt  sieh  eine  positive 
Grösse  g  so  angeben,  dass  für  jeden  Werth  von  v 
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Es  niuss  also  (p»(y\b)  so  gewählt  werden,  dass  für  zwei bestimmte  Grössen  <^  q 
dein  absoluten  Betrage  nach 

2,1 

der  Coefficient  von  {y  —  bfv      kleiner  ist  als  -  2  '    gv~v, 


v 


I 


<y-br+'     -     -   -   csjrf*- 


Daraus  folgt,  dass  die  Reihe 


^_^'q>0Cy\b)    Qx-ay 


dy7''  v\ 

niemals  convergent  ist,  wie  klein  man  auch  x  —  a,  y  —  b  annehmen  möge, 
wenn  die  Reihe  cp0(y\b)  nur  einen  beschränkten  Convergenzbezirk  besitzt. 
Aber  auch  wenn  (p»(y\b)  eine  beständig  convergirende  Reihe  ist,  kann  die 
vorstehende  Reihe  beständig  divergent  sein.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall, 
wenn  man 

w  (u\b)  =  1    (y~by 

annimmt,  weil  dann  die  eben  angegebenen  Bedingungen  für  die  Coefficienten 
der  Reihe  %\{y\b)  nicht  erfüllt  sind. 

§.  IV. 
Ich  gehe  jetzt  zu  dem  Fall  über,  wo  zur  Bestimmung  von  m 
Functionen  <pu  ...  tpm  von  r+1  Veränderlichen  (x,  x^  ...  xr)  ein  System 
von  m  algebraischen  partiellen  Differentialgleichungen  gegeben  ist,  welches 
in  Beziehung  auf  (p}  von  der  %ten  Ordnung  sein  möge.  Ich  setze  dabei 
voraus,  dass  dasselbe  die  normale  Form  habe,  d.  h.  dass  in  demselben  die 
Ableitungen 

dxn'   '  dxnm 

wirklich  vorkommen,  und  dass  es,  wenn  man  diese  Grössen  als  die  Unbe- 
kannten, die  übrigen  in  ihm  vorkommenden  aber  als  willkürlich  gegebene 
betrachtet,  auflösbar  sei,  und  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthsystemen 
der  genannten  Grössen  liefere. 

Der  ersten  Bedingung  ist,  wenn  sie  nicht  von  selbst  erfüllt  sein  sollte, 
stets  durch  eine  lineare  Transformation  der  unabhängigen  Veränderlichen 
in  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  angegebenen  Weise  zu  genügen. 

Was  dagegen  die  zweite  Bedingung  angeht,  so  bleibt  allerdings  noch 
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zu  untersuchen,  ob  ein   Gleichungssystem    \<»n   nichl   normale    I-  •.-•^ 

durch  ein  ähnliches  Verfahren,   wie  ee  Jacobi  bei   einem   ^  iu,. 

licher  Differentialgleichungen  angewandt  Imr.  auf  ein  normale«  z  _  I 

weiden  könne,  worauf  ieli  aber  hier  nicht  eingehen  kam,. 

Dieses  vorausgeschickt,  bringe  i<-li  das  vorgeleg       rleichi    _  m 

folgendermassen  auf  eine  „canonische"  Gestalt: 

Man  kann,  um  die  ( S-rössen 

'    9üi       ...      '     (( 

dx"<  '    r 

durch  x,  ajj,  ...  x,.,  75,,  ...  (pm  und  die   in  den  gegebenen  <  il«-i«-},uii_ 
enthaltenen  Ableitungen  von  tpu  ...  ym  auszudrücken,  einelinea  don 

der  erstefen 

„   ö"><p,  &    ff 

wo  c1?  ...  cm  willkürlich  anzunehmende  Constanten  bezeichnen,   au  unbe- 
kannte Grösse  einführen.    Man  erhält  dann  für  9),,  eine  algebraische  <  Heichnng 

©  =  0, 

wo  ($  eine  ganze  Function  von  7-,,,  deren  Coef&cienten  ganze  and  rationale 

Functionen  der  als  bekannt  angenommenen  Grössen  sind  bezeich] 

Es   sei   G  ein   unzerlegbarer   Theiler   von   05.    so    entspricht  jedem 
Werthe  von  y„,  welcher  der  Gleichung 

G  =  0 

genügt,  ein  Werthsystem  der  unbekannten  Ableitungen : 


WO 

ist. 

Es  werden  daher  die  gegebenen  Gleichungen  ersetzt  durch  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  Gleichungssystemen  der  Form 

G.(?b)  =  0, 
(J-J 
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wo  die  säinmtlichen  G.  wenn  man 

fia-i-ai-r...~arq). 


dxadxa^...dx"rr 

mit  (f,:aa.„Mr  bezeichnet,  ganze  rationale  Functionen  von  x}  x^  ...  xr  nnd 
denjenigen  Grössen 

(f'/.:a.f.1....ar 

sind,  in  denen  —  für  den  jedesmal  betrachteten  Werth  von  l  — 

ist. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  m-rl  Functionen -Elemente 

(£  i;    X,  X],  ...  Xr   Q*Q]....Q.r    .    (^i^Xy  X±.  .<<  Xr   U,  Ctj, ...  0/rj  ,    •  •  •    ^VA     5     lv*     ^      .?     J*  "*  ^r) 

auf  die  allgemeinste  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  dieselben  für  (/;„,  yl5  ...  cpm 
gesetzt,  die  Gleichungen  (1.)  befriedigen. 

Man  setze,  unter  /.  eine  der  Zahlen  0.  1.  ...  m  verstehend. 

p  -  ^(A—v — ^ r^j -: — j 

(2.)  (a  =  0...3c,   a,  =  0...3c,   ...  ar  =  0...cc) 

)  *    W  ,  ^    >— a)" 

—    JL  c  y i  -Ti  •  •  •  •  x, .  ci  i ,  . . .  (ir  — j        , 

die  Constanten  a.  «,,  ...  «^  und  sämmtliche  Coefflcienten  6gj Br  vor- 
läufig ganz  unbestimmt  lassend,  und  entwickele  den  Ausdruck  G  nach 
Potenzen  von  x  —  a,  x^  —  ax.  ...  xr  —  a,:  so  erhält  man  das  constante  Glied 

dieser  Entwickelung.  das  mit  G  bezeichnet  werden  möge,  wenn  man  in  G 

Um  «1    •  ...  Ur  TU-L  X.  X\    •  ...  X r  } 

b0)  für        a 

und 

&{$_„       für       (p0 

setzt  Dann  muss.  wenn  die  Gleichungen  1.  befriedigt  werden  sollen, 
zunächst 

G  =  0 

sein.     Diese    Gleichung  dient  dazu,   um   feCJLu  durch  die    eben  genannten 

Grössen  auszudrücken.    Die  letzteren  müssen  also  so  gewählt  werden,  dass 

in  dem  Ausdrucke  G  die  zu  bestimmende  Grösse  b^_„  wirklich  vorkommt. 

Entwickelt  man    ferner   G  nach   Potenzen   von   x  —  a,    so   wird   der 
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Coefficicnt  von    r-n  .  der  mit  G  9     bezeichne 
halten,  dass  man   in   G 


a       für       .r . 


da'i-^"r(p(Xf  .  ...Xr    a{.  ...  Or)/ 


ii  mi 


y()        für        '{ 


setzt.     Es  ist  also 


G(<f 

m 
eine  ganze  Function  von  </v,  mit  Coefficienten,  welche  ganze  Fnncti 

Xt  .        ...        Xr , 

ferner  von 

</),.        ...        fpxy        ...        </"      _.        ...        (f 

und  einer  gewissen  Anzahl   der  Ableitungen  dieser  Functionen  >iini.     I>: 
selbe    geht   in    G   über,    wenn  man    xY~  ax. ...  x  =  a    niniinr.      I 
man   also   die   in  G  vorkommenden  Grössen  a.   a ,,   . . .  a  .  6       .    der   B 
dingung.  dass  die  Gleichung 

G  =  0 

nach  65?0  autgelöst,  mindestens  e/we  endliche,  einfache  Wurzel  besitze, 
versteht  jetzt  unter   6,(,u)(l   eine    solche,   so   giebt   es    eine    völlig    bestimmte 

Function  qn  xt.  ...  x,.  ax....a    .  welche,  für  </-,,  gesetzt,  der  Gleichm  _ 

3.        G  <p     =  0 

genügt,   und  in    b^\t  übergeht,    wenn   man  xx  =  a, r  =  (;    sei         Dabei 

können    die    Coefficienten    der   eben   genannten    ■  —  n: n     Foncti 

00 

(f ,  x: r    n.  .  .. .  a    . 

abgesehen  von  der  angegebenen  Beschränkung,  ganz  willkürlich  ai  _      mimen 
werden,  selbstverständlich  jedoch    so.    das>  jede    von   ihnen   einen  <  Jon \ 
genzbezirk   besitze.      Dann   hat   die   in   der   angegebenen  Weise    bestimmte 

Function    y,,  xt.  ...  xr  a^  ...  a.     ebenfalls    immer    einen    gewissen    Com 

genzbezirk. 
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Differentiirt  man  ferner  den  Ausdruck 

als  Function  von  x  betrachtet,  so  hat  die  vte  Ableitung  derselben  die  Form 

ff  fr^'W    ,  m» 

wo  #|/°  eine  ganze  Function  von  a^  a?j,  ...  #r  und  denjenigen  Grössen 

*Pfj;a,all...aj.} 

in  denen  —  bei  dem  jedesmal  betrachteten  Werth  von  l  — 

a-faH \-ar  fC  n^-j-v,     (*■  <l  n ^  v 

ist,  bezeichnet. 

Die  Entwickelung  von 

dxni  '■ 

nach  Potenzen  von  x  —  a  hat  also  die  Form 

tvo  6',  Ä?}  aus  G',  H^  dadurch  entstehen,  dass  man  setzt 

x  =  a 

und 

(ö) 
ö«i +■■■+»/■  qp„ 

<PfJ;a,ai,...ar  ~$X"k  . .  .dxar  ' 

1     /  f 

Es  hat  ferner  die  vte  Ableitung  des  Ausdruckes  G  nach  x  die  Gestalt: 

ff  VVfPo      |     HfOl 

wo  //J<0  dieselbe  Gestalt  wie  die  vorstehenden  Functionen  H^  hat. 
Bezeichnet  man  also  mit 

G°\     HP 
die  Ausdrücke,  in  welche  G(?\  Hp  dadurch  übergehen,  dass  man  x  —  a  und 

(«) 

ö«i+.»+«P^ 

<P r,0,a„...ar  Qxa        _  _  ^(/- 


setzt,    so  ist  der  Coefficient  von  — p^   in  der  Entwickelung  von  G  nach 


Potenzen  fon  x~a 

Damit   ;ils<>   die   Gleichungen   (1.)   befriedigt   werden,   um-   mau   hat 

(4.)      (;'  <p2  H  //,'."  =  o,         /.  -  0,1,...»). 

Da  sich,  weil  G'  an  der  Stelle   {xx  =  a,. ...  xr  =  a,    nicht  verschwind« 

1 
G' 

in    eine   Potenzreihe    von   x,-a,,    ...    a?r— a,    entwickeln   lässt,    90   ergeben 
sieh  ans  den  Gleichungen  (4.) 

W>,        </>!,        ...        '/    . 

als  Potenzreihen  von  x1—a1,...xr—or}   welche   vollständig  bestimmt  sind, 

sobald 


PO 

(pn 

PO 

(i,-D 

Vu       • 

•    •       </>i 

PO 

c„-o 

V„o       • 

•    •       <jPm 

es  sind. 

Daraus  folgt,   dass   wenn   man   a,   «,,    ...   a,  und  die  vorstehenden 
Functionen 

oo 

den  angegebenen  Bedingungen  gemäss,  im  üebrigen    aber  willkürlich  an- 
nimmt, darauf,  nach  Fixirung  der  aus  der  Gleichung 

G  =  0 

sich  ergebenden  Coefiieienten  /<,'!...„.  zunächst  ^  und  dann  die  sämmtlichen 

Functionen     (fi  (x\, ...  x,.\a^  ...  ar)  sieh  so  bestimmen  lassen,  und  zwar  nur 
auf  eine  einzige  AVeise,  wie  es  erforderlieh  ist.  wenn 
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</>„   =  J£a(pu(xu  ...  xr  «i, ...  ar) —} 

x     («)  ,  (a>  —  a)a 

(;    ,        /  <Pi   —  J!a(pL{xi1...xr\all...ar) —} 

f  «    (o),  |  N  (x  —  a)a 

<P,u     =     ^^«H-Irflll-ßr) ITl 

den  Gleichungen  (1.)  formell  genügen  sollen. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  so  bestimmten  Ausdrücke  g>„,  ^i, ...  (pm 
ein  System  von  Functionen-Elementen  bilden,  welches  die  Gleichungen  (1.) 
wirklich  befriedigt,  hat  man  nur  zu  zeigen,  dass  sie  innerhalb  eines  be- 
stimmten Bezirks  convergiren. 

Ich  setze  wieder 

x  —  a  -f-  w,     Xi  =  «i  +  ux ,     ...     xr  =  a, .  -j-  ur 
und  verstehe  jetzt  unter  </>;,.«,„„...„,.  die  Potenzreihe  von  w,  wl7  ...  ur)  in  welche 

3ar+a,+...+Brya 

dxa  dxa^ . . .  dx"r 

durch  diese  Substitution  übergeht. 
Dann  hat  man 

du     -   ^/;1'(,'-° 

(6.)        ( •         {l  =  l,...m) 

I   dq>i;ni-2,o,...o 

wo  man,  wenn  nx  —  1  ist,  nur  die  letzte  Gleichung  beizubehalten  hat. 
Ferner  hat  man 

G'^  +  HP  =  0, 

du 

wo  //{0)  eine  ganze  Function  von  u,  i*l7  ...  ur  und  denjenigen  Grössen 

(P//;a,al,...ar> 

in  welchen  für  den  jedesmal  betrachteten  Werth  von  /a 
ist.     Man  kann  aber  aus  /STJ0)  die  Grössen 

— — •        •        • 

dxn>    '  dxnm 
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(nid  deren  ersten  Ableitungen  Dach  d«-ii  Veränderlichen  r(1  ...  x 
der  Gleichungen  '•!.    eliminiren,  und  erhall  so  eine  Gleichung 

(7.)      (,'■';[     G      0, 

wo  k  eine  der  Zahlen  0,   1.  2.  3  and  Ö   ein  Ausdruck  von 
wie  die  Qx  in  deq  Gleichungen    6.    ist. 

Sodann  hat  man  für  jede  Function  </,  .  .    ..  in  «reich 

a-\-ax-\ \-ar   <    //, 

und  mindestens  eine  der  Grössen   ", .   ...  "  .   z.  B.   b^,  >  0   ist, 

Endlich  ist 

<9-)   £  =  i.  t1  -  °-  •     I  =  °- 

So  ergiebt  sich  für  x,  #, ,  ...  x,.  und  diejenigen  Function« 

in  welehen  «  +  «,4 \-<xr<^nk  ist  (wobei  jedoch  jetzt  jede  solche  Function, 

auch  wenn  sie  in  den  Gleichungen  (l.j  nicht  vorkommen  sollte,  in  Bei 

zu  ziehen  ist),  ein  System  partieller  Differentialgleichungen  von  der  in  §.  I. 

Zusatz  D)  betrachteten  Form. 

Damit  ist  festgestellt,   dass  sie  Potenzreihen    von   u .  u-.  ...  u    "der 
x  —  a,  #,  —  «,,  ...  x,.  —  a,  sind,  welche  sämmtlich  innerhalb  eine-  bestimml 
Bezirks  convergiren,  indem  die  am  angeführten  Orte  unter  a  .  b   angegebenen 
Bedingungen  in  diesem  Falle  erfüllt  sind. 

Der  Beweis  ferner,  dass  man  für  jedes  die  Gleichungen  1.  befrie- 
digende System  analytischer  Functionen  ein  dasselbe  dennirendea  Sj  -'«'in 
von  Functionen-Klementen  durch  das  beschriebene  Verfahren  erhalten  kann, 
wird  ganz  so  geführt,  wie  es  am  Schlüsse  des  ^.  11.  für  den  Fall.  da>s  nur 
eine  Differentialgleichung  vorliegt,  geschehen  ist.    Die  singulären  Lösungen 

der  Gleichungen  (1.)  bilden  diejenigen  FuDctionensysteme   </-  .   </ 

welche  ausser  den  genannten  Gleichungen  auch  noch  die  Gleichung  G  =0 
befriedigen.  Die  Bestimmuni];  dieser  singulären  Functionen-Systeme  lässl 
sieh  aber  immer  durch  algebraische  Gleichungen  oder  vermittelst  eines 
Systems  anderer  Differentialgleichungen,  von  dem  sie  keine  singulären  Lo- 
sungen sind,  bewerkstelligen. 
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Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  icli  mir  gestellt  habe,  vollständig  gelöst. 
Ich  bemerke  aber  noch  Folgendes.  Auch  transcendente  partielle  Differential- 
gleichungen lassen  sich  in  vielen  Fällen  auf  das  Gleichungssystem  (1.)  in 
der  Art  zurückführen,  dass 

nicht  rationale,  aber  in  der  Form  beständig  convergir ender  Potenzreihen 
darstellbare  ganze  Functionen  von 

x,     xLl     ...     xr    und  den  Grössen  (Pi;a>ai,...a 

sind.  In  diesem  Falle  behalten  die  im  Vorstehenden  gefundenen  Resultate 
ihre  volle  Gültigkeit,  wie  aus  der  Herleitung  derselben  ohne  Weiteres  er- 
sichtlich ist. 

Berlin,  im  Juli  1874. 
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